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Exercices - Séquence n° 6 - FONCTIONS (II) :
compléments dérivation, convexité, point d’inflexion

S

. Fféléu‘on (weu) =(v au)xu' pbur 1a dérivée de la composée de deux fonctions dérivables.
. Dénvée secunde d’une fonctlon. ;

L 5 Funcuon convexe sur un intervalle : déﬁmnnn parla posiﬂon relative de la courbe representanve et des sécantes. Pour
une fonction deux fois d.énvables équivalenceadm:se avec la posttwnpar rapport auxmngenms. la crolssance de f’la
pus!mnté de f. }

+  Pointd'inflexion. -

& Cal.(.:u.ler la dérivéé <;l'i.me= fonction ﬁonnée par une formule simple métlzn;t en jeu opéréﬁons algébriques et compaosition.” -

. Calculerla fonction dérivée, déterminer les limites et étudier les variations d’une fonction construlhe snmp[ementa partlr
des fonctions de référence A

. .Démunu‘er des mégahtés en. unllsantla convexité d'une fanction.- ]

s - Esquisser I'allure de Ia courbe représemauve d’une fonction fa pamr de la donnée des tabieaux de v-anatmns de f.de

~ Flou de il )
o . Liresurune Teprésentation grapldque rle f.de f'oude f les intervalles ot f est cpm!gxg. concave, g_ﬂgs points
©dinflexion. ; : !
- Danslecadrede ]a résnlutmn de probléme, émdner et unhserla convexité d‘une fonctlnn.

COMPETENCES :
Ch : CHERCHER Mo : MODELISER Re:REPRESENTER | Ra:RAISONNER Ca: CALCULER Co : COMMUNIQUER
[Ch-Ra-Co]

Soit 1 une fonction définie et dérivable sur un intervalle I de R.

1) Justifier que la fonction u? est dérivable surl et calculer sa dérivée.

2) Justifier que la fonction u® est dérivable sur I et calculer sa dérivée.

3) Conjecturer l'expression de la dérivée surlde u™ ol n est entier naturel non-nul.
4) Démontrer la conjecture.

Aprés avoir précisé I'ensemble de dérivabilité, déterminer la fonction dérivée des fonctions suivantes
1) framy7x2+3x+1 2) gixw (2x+30x2— 3) h: xHex
2
x

= 1
4)k:xt—t(3i+—x2) 5)l=xM\a____2 6) mixmyer—1

Aprés avoir précisé I'ensemble de dérivabilité, déterminer la fonction dérivée des fonctions suivantes :
x—2 » 2 1
1) pixv |/ 2) gixv Be*+4)° 3) rixw (2?2 +5)e* ! 4) sixH———3
Xt 2 (e**+4)
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[Re-co]

Soit f une fonction définie sur Iintervalle [-2;7] dontla re

est donnée dans le repére orthonormé ci-contre.

Conjecturer la convexité de [ etles éventuels points d’

Voici le tableau de variations de la fonction dérivée f’ d’une fonction

1) Donner la convexité de la fonction it

2) Sachant que f(-1) = f(3) =1, tracer, dans un repére, une
courbe pouvant représenter la fonction T

[Re-Co]

Dans le repére ci-contre,

l'intervalle [-1; 3].

on donne la courbe représentative d'une fonction f deux fois dérivable sur

1) Alaide du graphique, donner la convexité de 7
2) En déduire les variations de sa fonction dérivée f'.

3) Parmi les trois courbes suivantes,

présentation graphique G

inflexion de Cy.

laguelle représente la fonction [, dérivée seconde

Tie Spécialité Mathématiques - 2025/2026

f dérivable sur I'intervalle [-3; 7].

=k =1

de la fonction f ? Expliquer.
TR T 11 N
2 2
14 2 14
K 1 5

[Reca

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur l'intervalle [—4 ; 6].

La représentation graphique Cy,, de sa dérivée

1) ATaide du graphique, donner a convexité de i

2) Sachantque f(-3) =2, f(2) = 4etf(5) = 6, tracer,

courbe qui pourrait étre celle de Fi

f" est donnée ci-contre.

dans un repére, une
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[Ch-Ra-Ca-Co)

Le tableau suivant donne I'évolution du revenu disponible brut des ménages entre 2010 et 2016 :

Année 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016

Rang de I'année 0 1 2 3 4 5 6

Revenu disponible brut | 1258,4 | 1311,4 | 13183 | 13219 | 13385 | 13533 | 1377,0
Source : Insee, comptes nationaux - base 2010.

Une estimation du revenu disponible brut est donnée par la fonction f définie sur Iintervalle [0 ;9] par :
f(x) = 0,82x* — 9,19x% + 41,98x + 1253,5
Ainsi, £(0) estime le revenu brut disponible des ménages en 2010.
1) Etudier les variations de f sur l'intervalle [0;9].
2) Le rythme de croissance instantané du revenu disponible brut est assimilé a la dérivée de la fonction f.
Au cours de quelle année, ce rythme de croissance a-t-il commencé a augmenter ? Justifier.

[Ra-Ca-Co]

On donne ci-contre la courbe C; représentative d'une fonction f définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; +o[. La droite D estla
tangente 2 la courbe C; au point d'abscisse 0 ; elle passe par le point A(0,5;1) et par Iorigine du repére. La tangente T 3 la

courbe C au point d'abscisse 1 est paralléle a I'axe des abscisses. P

Partle A : Lectures graphiques et conjecture T
1) Déterminer, graphiquement, une équation de la droite D. A
2) Lire graphiquement la valeur de f'(1). Expliquer.
3) Araide du graphique, proposer un intervalle sur lequel la
fonction f semble concave. 13

Partie B : Etude d’une fonction 1 2 3

La fonction f est définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par: f(x) = 2xe~05"
4) Déterminer la limite de f en +oo.
5) Etudier les variations de la fonction f et dresser son tableau de variations
6) FEtudier la convexité de f.

Partie C : Application
En Europe, les observateurs d’une maladie nécessitant une hospitalisation considérent qu'ils peuvent modéliser par cette
fonction f I'évolution du nombre de lits occupés par des malades pendant les trois mois d'hiver.
Pour tout x appartenant 4 l'intervalle [0; 3], f(x) représente le nombre de lits occupés, exprimés en milliers, a I'instant x,
exprimé en mois.
7) Unjournal affirme que, cet hiver, le nombre de lits occupés lors du pic de la maladie a dépassé le million.
Que dire de cette affirmation 7

[Ch-Ra-Ca-Ca]

Soit f la fonction définie sur [—1; +oo[ par: f(x) = VI+x ety sa courbe représentative dans un repére du plan.
1) Alaide de la calculatrice, conjecturer la position relative de la courbe C; et de la droite d d'équation :

1
y--2-I+1.

2) Démontrer la conjecture,

.Pasea.
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[Ra-Ca-Co]

» Calcul formel =2 X

Soit f la fonction définie par: f(x) = x + V1 + x2
On note C; sa courbe représentative dans un Tepére orthonormé du plan.

1 fix)=x+sgri{1+x'2)

® |- fx)i=x+vxied

1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2) Justifier que f est dérivable sur R puis calculer, pour tout réel x, f(x). 2 Simpltfier(Dérivée(Dérvée fx))
3) Justifier que f' est dérivable sur R puis retrouver le résultat obtenu i Ja ligne 2 par VEFL

le logiciel de calcul formel ci-contre. TR

4) Endéduire le signe de f" sur R et donc la convexité de f puis les variations de f".
5) Déterminer xl.!.'_“m f'(x).
6) Déduire des questions 4) et 5) le signe de f' puis les variations de f.
7) Déterminer I'équation réduite de la tangente T a la courbe Cy au point d'abscisse 0.
8) Quelle est la position relative de la courbe C; et sa tangente T au point d'abscisse 0 ? Justifier.
9) Soit D la droite d'équation y = 2x.

a. Déterminer ,]il;n (f(x) — 2x). Comment interpréter graphiquement le résultat ?

b. Justifier que, pour tout x = 0, f(x) = 2x. Comment interpréter graphiquement le résultat ?
10) Tracer, dans un repére orthonormé du plan, les droites T et D puis la courbe C.

[Ch-Re-Ra-Ca-Co] ANTILLES-GUYANE JUIN 2019

~Partie A -
Soient a et b deux nombres réels,
On considére la fonction f définie sur [0; +co[ par :
a

fO ==
On donne, dans le repére ci-contre, la courbe C; représentant la fonction f qui
passe par le point A(0; 0,5) ainsi que sa tangente au point A, nommée T, qui
passe par le point B(10 ; 1). 02

1) Justifier que a = 1. Ainsi, pour tout réel x > 0, flx) = “e—l_bx-.

o R T ey s e
BT
Atemy

2) Justifier que f est dérivable sur [0; +oo] puis montrer que, pourtoutréelx 20, f'(x) =

3) Enutilisantles donnés de I'énoncé, déterminer la valeur de b.
=Parte B -
La proportion d'individus qui possédent un certain type d'équipement dans une population est modélisée par la fonction p
définie sur I'intervalle [0; +oo[ par ;

i
f@) = 1=

oll x représente le temps écoulé, en années, depuis le 1¢ janvier 2010 etp(x) modélise la proportion d'individus équipés aprés
x années.
Ainsi, pour ce modéle, p(0) est la proportion d'individus €équipés au 1¢ janvier 2010 et p(3,5) est Ia proportion d'individus
équipés au milieu de 'année 2013,

4) Quelle est, pour ce modéle, la proportion, arrondie au centiéme, d'individus équipés au 1 janvier 2020 7

5) Etudier les variations de Ia fonction p sur lintervalle [0; +oa].

6) Calculerla limite de la fonction p en +oo puis interpréter le résultat dans le contexte de 'exercice.

7) Onconsidére que, lorsque la proportion d'individus équipés dépasse 95 %, le marché est saturé.

Déterminer, en expliquant la démarche, 'année au cours de laquelle le marché devient saturé.

8) Alice affirme que la croissance de la proportion d'individus qui possédent ce type d'équipement ne fait que ralentir.
Que penser de cette affirmation ? Justifier.

-Pam4.
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[Ch-Ra-Ca-Co]

Une entreprise est chargée par l'office de tourisme d'une station de ski de la
conception d'un panneau publicitaire ayant la forme d'une piste de ski. Le panneau
est découpé dans une plaque rectangulaire de 2 métres sur 1 métre.

Le profil de cette piste est modélisé, dans le repére orthonormé ci-contre, par la
courbe représentative C; de la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; 2] par :

f)=e"
Afin de donner des informations sur la station, une zone rectangulaire ONMP est
insérée sur le panneau publicitaire ; M estun point de Cy, le point N appartient 4 'axe
des abscisses et P appartient  I'axe des ordonnées.

z (en milres)

1) Déterminer la position du point M sur la courbe Cy pour laquelle I'aire du rectangle MNOP est maximale et donner la

valeur exacte puis arrondie, 3 10~ métre carré prés, de cette aire maximale,

2) Cette position du point M correspond-elle 2 'endroit de la piste modélisée par la courbe C; a partir duquel la pente de

cette piste diminue ? Justifier.

[Ch-Ra-Ca-Co]

On considére la fonction f définie sur [0 ;+[ par f(x) = %

1) Justifier que I'intervalle [0;+oo[ est stable par f c'est-a-dire que f([0;+o0[) © [0;+oo[ ou encore que pour tout

x €[0;+o0[: f(x) = 0.

2) Soitn un entier naturel non-nul. Exprimer (f o f o f s ... o £) (x) enfonction de x etden.

n fois f

L Pour aller plus loin

[Ra-Ca-Co]

; ; 2x2+1
Soient f et g deux fonctions définies sur R par f(x) = 3x -5 et g = T
1) Démontrer que, pourtoutréelx,ona: 1 < g(x) < 2.

2) Endéduire un encadrement, pour tout réel x, de (g o f)(x).
3) Expliciter, pour tout réel x, 'expression de (g o f)(x).
4) Démontrer que, pour toutréel x, —2 < (f o g)(x) < 1.

[Ra-Ca-Co]

1
Soit f la fonction définie surl = J—eo; 1[ U ]1; +oo[ par: f(x) = (x + 5)e*1
1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2) Justifier que f est dérivable sur I puis montrer que, pour tout x € 1, fix) =

3) Endéduire les variations de f sur ]—co ; 1[ et sur ]1; +ool.

Zo8x—4 1
(x—1)

ex-1,

4) On note C; la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal du plan et A la droite d’équation

¥ =x + 5. Etudier la position relative de CretA
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[Mo-Ra-Ca-Co]

On appelle fonction « satisfaction » toute fonction dérivable qui prend des
valeurs comprises entre 0 et 100. Lorsque la fonction « satisfaction » atteintla
valeur 100, on dit qu'il y a « saturation ».
On deéfinit aussi la fonction « envie » comme la fonction dérivée de la fonction
« satisfaction ».
La direction des ressources humaines d’une entreprise modélise la
satisfaction d'un salarié en fonction du salaire annuel qu'il pergoit. On admet
que la fonction « satisfaction » f est définie sur l'intervalle [10 ; 50] par :
flx)= T—I% ol x est exprimé en milliers d’euros.

La courbe représentative C; de la fonction f est donnée dans le repére ci-
contre.

1) Parlecture graphique, conjecturer la convexité de la fonction f

ainsi que le sens de variations de la fonction «envie»,
Interpréter concrétement le résultat

Tle Spécialité Mathématiques - 2025/2026
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2) D’'aprés ce modéle, serait-il possible d'atteindre la saturation ? Sl ke &
]ustiﬁer. fix):=90K 1+exp(-0 25*x+6))
1
3) Justifier le résultat obtenu a la ligne 2 par le logiciel de calcul k90
® | - f(x):= s
formel. eI+ ]
4) En déduire la convexité de f. FactoriseCI(DéréeDErNEEURN)
5) A partir de quel salaire annuel peut-on estimer gue la fonction 2 |2 e
« envie » décroit ? Justifier. | 45e-inib, J—:-l_i
8 (e'z'“ + 1)
Pour réviser 5
EXERCICES DU MANUEL ;

- Exercices 58, 61, 62, 64, 65, 72, 80, 86, 88, 113 pages 155 & 160.




